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INTRODUCERE

In perioada ianuarie—septembrie 2013, membrii grantului UEFISCDI, cu numarul 83,2010,
PNII-RU cod TE_46/2010, program Resurse Umane, cu titlul "Modelarea algebrici a unor obiecte
combinatoriale si aplicatii computationale”, au elaborat in total 5 lucrdri. Mai precis, dintre acestea
doud au fost deja trimise spre publicare la reviste ISI importante, vezi [8], [9], iar trei sunt in
curs de finalizare, vezi [40],[16] [46]. Totodatd din lucradrile finalizate si raportate anul trecut
[24] a apdrut in Journal of Pure Applied Algebra, pe cand [27] a fost acceptatd spre publicare 1n
Mathematische Nachrichten. in plus, pentru aceste lucrari vor fi disponibile linkuri din pagina de
web a grantului http://gta.math.unibuc.ro/pages/mv/em.htm. In cele ce urmeaza prezentam detaliat
rezultatele principale obtinute in lucrdrile finalizate [8], [9]. Dorim sd mentiondm cé pentru cele
3 lucréri in curs de finalizare [40],[16],[46], titlurile s-ar putea sd mai sufere modificiri, insd vor
exista link-uri cétre ele din pagina de web a grantului imediat ce vor fi finalizate. Totodata vrem
sd precizdm ca pentru acest an am avut prevazute realizarea unui articol care sa fie trimis spre
publicare si aparitia unui articol, dar dupd cum se poate vedea de mai sus am depasit acest numar.

1. REZULTATE STIINTIFICE PRINCIPALE

1. Lucrarea "Markov bases of lattice ideals” [8] a fost elaboratd in colaborare de Hara Cha-
ralambous, Apostolos Thoma si Marius Vlddoiu si a fost trimisd spre publicare la o prestigioasd
revistd ISI. Fie R = K|[x,...,x,| inelul polinoame in n nedeterminate peste corpul K, si fie L o
latice in Z". Idealul laticial [}, se defineste ca fiind idealul generat de urméatoarele binoame:

I=x"—x"1u—velL).

Fie p (1) cel mai mic cardinal al unui sistem minimal de generatori al lui I, care consta din bi-
noame. Numim bazd Markov a lui I, un sistem minimal de generatori ai lui I;, de cardinal p(1y).
Studiul idealelor a fost initiat odata cu lucrdrile fundamentale [32, 46]. Mai mult, idealele latici-
ale au aplicatii in diverse domenii ale matematicii, precum algebra statistica [12, 36], programare
intreagd [14], ecuatii diferentiale hipergeometrice [13], teoria grafurilor [35], etc. Vrem si re-
marcam cd ele au fost pentru prima datd sttudiate intr-un mod sistematic in [15] si cd idealele
torice sunt ideale laticiale /; pentru care laticea L este nucleul unei matrici cu intréri intregi. De
asemenea trebuie mentionat cd aproape toate rezultatele din literatura de specialitate sunt despre
latici L astfel incat LNN" = {0}, exceptiile fiind lucrdrile [15, 29, 18, 21, 30]. Daci L este astfel
incat LNN" = {0} spunem cd L este pozitiv graduatd. Fie o7/ semigrupul lui Z"/L generat de
elementele {a;, =e;+L:1<i<n},unde {e;: 1 <i<n} este baza canonici a lui Z" si fie

deg ,(x") :=via;+---+vya, € &
1
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unde x” = x" - -x)". Rezultd cd
I= (" —x": deg, (x") = deg,, (x"))
si ca I este o7 -graduat. Cand L este pozitiv graduat, semigrupul <7 este partial ordonat:
¢>d <= existie € o astfel incitc =d +e.

Atunci graduarea lui &7 forteaza I -fibra lui x*, i.e. multimea {x": x" —x" € [ } = {x": deg_,(x") =
deg,(x")}, sd fie finitd. Varianta graduatd a Lemei lui Nakayama se aplicd si ne asigurd cd toate
sistemele minimale de generatori ale lui /; sunt baze Markov ale lui /7, deoarece au toate acelasi
cardinal. Fie S o baza Markov a lui [, si conideram multiset-ul tuturor /; -fibrelor corespunzatoare
elementelor Iui S. Acest multiset este un invariant al lui Iy si nu depinde de alegerea lui S. Mai
mult binoamele lui § sunt primitive, vezi [46, 32], si astfel S este o submultime a bazei Graver
a lui /. Deoarece baza Graver a lui I} este o multime finitd, vezi [32], rezultd cd baza Markov
universald a lui I, (vezi [26]), i.e. reuniunea tuturor bazelor Markov, este finita.

Situatia pentru un ideal laticial general este complet diferitd. Sd consideram de exemplu laticea
L generatd de {(1,1),(5,0)}. Poate fi aratat cd urmitoarele multimi sunt sisteme minimale de
generatori ale lui I in K[x,y]: {1 —xy,1—x}, {1 —xy, x> —y*}, {1 —x%y?,1 —x*y3,1 —x}. Este
clar cd I; nu este un ideal principal si cd p(I;,) = 2. Nu este greu sd “producem” sisteme minimale
de generatori ale lui I; de orice cardinal mai mare sau egal cu 2. De exemplu fie py,...,ps s
numere prime distincte si fie a; = p; --- ps/p;. Elementele ay,...,a, sunt relativ prime si cel mai
mare divizor comun al polinoamelor (1 —z% ..., 1 —z%) este 1 —z, in timp ce cel mai mare divizor
comun al polinoamelor {1 —z% : j# i} este 1 —z”. Rezultd ca (1 — (xy)®,...,1 — (xy)*) =
(1 —xy) si ci multimea {1 —x>,1 — (xy)*,...,1— (xy)%} este un sistem minimal de generatori al
idealului /;. Dacd ne uitam Insa la bazele Markov ale lui /;, observdm un comportament foarte
interesant. Multimea {1 — x?012y2017 y# _ 520132022} egte o bazid Markov a lui Iy, dar este usor
de vézut ca elementele sale nu sunt binoame primitive. Nu este greu de produs in general o
infinitate de baze Markov pentru idealul /;: in Sectiunea 4 [8] se analizeazd In detaliu cum se
obtin bazele Markov ale idealelor laticiale in general. In particular, rezulti pentru acest exemplu
ca baza Markov universala a lui I este infinita. in plus, nu existd un unic multiset de I;—fibre
corespunzitoare bazelor Markov ale lui /;. Intr-adevir monoamele lui K [x,y] sunt partitionate in
exact 5 I;—fibre infinite.

Fi={x'y/ : i— j=kmod5}, 0<k<4.

Multiset-ul I;—fibrelor pentru {1 —xy, | —x°} este {Fy, Fyo } in timp ce multiset-ul I;—fibrelor pentru
{1 —xy,x> =y} este {Fy, F3}.

Algoritmi pentru calculul unei multimi de generatori pentru idealele laticiale au fost date in
[25, 3, 21]. Problema principald pe care o investigdm in aceastd lucrare este cum sa determinam
invarianti ai bazelor Markov ale idealului laticial Iy si cum sa detectim dacd o multime de binoame
a lui I; este o bazd Markov a lui I;. in loc si considerim fibrele izolate ale lui I; consideram clase
de echivalentd de fibre si ardtim ca pentru toate bazele Markov ale lui I, multiset-ul claselor de
echivalenta este un invariant al lui /.

In ultimii ani, datoriti aplicatiilor bazelor Markov in algebra statisticd, existd un interes crescut
pentru determinarea binoamelor indispensabile ale unui ideal laticial, vezi [35, 36, 6, 2, 37]. De
un interes special beneficiazd cazul 1n care toate elementele dintr-o bazd Markov a unui ideal
laticial sunt indispensabile, asa cum este cazul idealelor generice laticiale, vezi [38]. Un binom
indispensabil este un binom care apare In fiecare bazd Markov a unui ideal laticial, pana la o
inmultire cu scalari. Cénd laticea este pozitiv graduatd problema determindrii acestor binoame
a fost rezolvati complet, vezi [6]. In aceasti lucrare investigim aceastd problemi pentru ideale
laticiale 1n general i ardtdm ca dacd laticea L nu este pozitiv graduatd, atunci existd cel mult un



SINTEZA LUCRARII TE_46,NR.83/2010, ANUL 2013 ;

binom indispensabil. Complexitatea Markov a liftdrilor Lawrence generalizate este un alt subiect
de mare interes 1n algebra statisticd, vezi [41] pentru definitie. Vrem sd punctdm cd Teoremele
4.1., 4.11 [8] sunt folosite In [9] pentru a da conditii necesare si suficiente pentru finitudinea
complexitdfii Markov a liftarilor Lawrence generalizate.

O altd Intrebare la care raspundem este clasificarea idealelor laticiale care sunt ’binomial com-
plete intersection”. Reamintim ca un ideal laticial /; deindlfime r este complete intersection dacd
existd polinoamele P, ..., P, astfel incat I, = (Py,...,P,) , iar I, este binomial complete intersec-
tion dacd existd binoamele By,...,B, astfel incat I, = (By,...,B,). Daca lema lui Nakayama se
aplicd atunci idealele laticiale complete intersection sunt automat binomial complete intersection.
Intrebarea are un rispuns complet in cazul in care L este pozitiv graduati de o serie de articole:
[20, 11, 45, 28, 50, 34, 42, 39, 17, 43, 33]. Concluzia finald este cd I} este complete intersection
dacd si numai dacd matricea M ale cérei linii corespund unei baze a lui L este “mixed dominating’:
fiecare linie a lui M are o intrare pozitivd si una negativd si M nu contine nicio submatrice patrata
cu aceastdi proprietate. Cand L nu este pozitiv graduati situatia este mai putin clari. In aceastd
lucrare, in [9, Theorem 5.5] caracterizam toate idealele laticiale binomial complete intersection.
Impirtind pe sectiuni cele mai importante rezultate ale lucririi [9] structura este urmitoarea: in
Sectiunea 2 introducem pentru o latice arbitrard L C Z" sublaticea L., ale cdrei proprietifi le
studidm in detaliu datoritd importantei cruciale a acestei latici; In Sectiunea 3 definim o relatie
de echivalentd intre [ -fibre. Definim o relatie de ordine partiald pe clasele de echivalenta cores-
punzdtoare si ardtdm 1n [8, Theorem 3.8] cd orice lant descendent de astfel de clase stabilizeaza.
In plus demonstrim in [8, Corollary 4.14] ci multiset-ul multimii claselor de echivalentd de fibre
corespunzdtoare unei baze Markov a lui /7, este un invariant al lui /;. in Sectiunea 4 ddm o carac-
terizare a tuturor sistemelor minimale de generatori ai laticelor pure, vezi [8, Theorem 4.1]. Apoi,
descriem in [8, Theorem 4.11] toate bazele Markov posibile ale lui I; pentru o latice arbitrara L.
Ca o consecinta a acestei teoreme putem calcula explicit p () in [8, Theorem 4.13]. In plus,
putem demonstra cd daca rank L, > 1, atunci existd cel mult un binom indispensabil. In final,
ultimul rezultat important este [8, Theorem 5.5] din Sectiunea 5 1n care clasificdm toate laticile L
astfel incat I;, este binomial complete intersection.

2. Lucrarea "Markov bases and generalized Lawrence liftings” ([9]) a fost elaborati in colabo-
rare de Hara Charalambous, Apostolos Thoma si Marius Vladoiu si a fost trimisa spre publicare la
o prestigioasd revistd ISI. Fie A un element al lui .4, ,(Z), pentru intregii pozitivi arbitrari m, n.
Obiectul principal de studiu in acest articol este laticea £ (A) := Kerz(A). O bazd Markov .#
a lui A este o submultime finitd a lui .Z’(A) astfel incit pentru orice w,u € N" siw—u € £ (A)
(i.e. AW = Au), existd o submultime {v;:i=1,...,s} alui .# care conecteazd w cu u. Aceasta
inseamna cd pentru 1 < p <5, w+ Z‘;’Zl vie N*siw+Y: ,v;=u. O bazd Markov ./ a lui A
defineste o multime de generatori pentru idealul laticial

Lpa) =" —x": Au=Av) .

Fiecare u € Z" poate fi scris in mod unic ca u = u* —u~ unde u*, u~ € N*. In lucrarea fun-
damentald a lui Diaconis gi Sturmfels [12], a fost demonstrat ca dacid .# este o bazd Markov a lui
A daci si numai dacd multimea {x‘l+ —x" : u € ./} este un sistem de generatori al lui 1 2(4)-
O bazid Markov .# a lui A este minimald dacd nicio submultime a lui .# nu este o bazd Mar-
kov a lui A. Spunem ci laticea .2 (A) este pozitivd dacd £ (A) NN" = {0} si non pozitiva daci
Z(A)NN" £ {0}. Cand Z(A) este pozitivd atunci versiunea graduati a Lemei lui Nakayama
se aplicd si prin urmare toate bazele Markov minimale au acelasi cardinal. Cand .Z(A) este non
pozitivd, atunci este posibil sivem baze Markov minimale ale lui A de cardinal diferit, vezi [8].
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Este important de precizat cd studiul laticelor non pozitive are implicatii importante 1n studiul ce-
lor pozitive, vezi de exemplu demonstratia din [41, Theorem 3], [22, Lemma 5] si [26, Theorem
3.5]. Baza Markov universald a lui A va fi notatd cu .# (A) si se defineste ca reuniunea tuturor
bazelor Markov minimale A de cardinal minimal, unde identificam un vector u cu —u, vezi [8, 41].
Sublaticea lui .Z(A) generatd de toate elementele lui .Z’(A) N N" se numete sublaticea purd a lui
Z(A) si are un rol important in studiul bazelor Markov minimale ale lui A, vezi [8]. Sublaticea
purd a lui £ (A) este zero exact atunci cand .Z'(A) este pozitiva.

Dacd u = v+ w scriem u = v+, w pentru a nota faptul cd suma respectiva ne da o descompunere
conformd pentru u i.e. u” = vt +w siu” = v~ +w . Submulfimea lui A constind din toate
elementele lui .2’ (A) care nu admit o descompunere conforma se noteazd cu ¢(A) si se numeste
baza Graver alui A. Cand u € %(A) binomul x*" —x" se numeste primitiv. Multimea 4 (A) este
intodeauna finitd, vezi [19, 46]. In aceastd lucrarea autorii examineazi cand un element al unei
baze Markov minimale apartine lui ¢ (A). Mai precis, se demonstreazd in [9, Theorem 2.3] ca
M (A) C Y (A) are loc doar in doud cazuri: cand .Z(A) este pozitivd si cAnd . (A) este latice puri
de rang 1. Este important de precizat cd incluziunea pentru latici pozitive este un rezultat cunoscut,
dar pentru completitudinea expunerii si din cauzd cd nu am reusit sd gdsim o demonstratie in
literaturd am decis sd includem si o demonstratie.

Notdm cu % (A) baza Grobner universald a lui A, i.e. multimea care constd din totti vectorii
u € Z(A) astfel incat X" — X" face parte dintr-o bazi Grobner redusi a lui '2(4) Pentru o anu-
mitd ordine monomiala pe K[xy,...,x,]. Incluziunea % (A) C ¥(A) are loc intotdeauna, vezi [46,
Lemma 4.6]. In aceasti lucrare investigdm si relatia dintre ./ (A) si % (A). In general .# (A) nu
este 0 submultime a lui %/ (A) chiar daci laticea .Z’(A) este pozitiva, dupd cum arati [9, Exemplul
2.8]. In [9, Teorema 2.7] dim o conditie necesari si suficienti pentru ca .# (A) si fie continuti
in % (A) cand laticea £ (A) este pozitivi. In Sectiunea 3 a lucririi este studiatd pentru r > 2,
B € Mpxn(Z), liftarea Lawrence generalizatd A(A,B,r):

r—times
—_—N—
A 0 0
aasn=| % 4 0
0 O A

Cand B = I, obtinem clasica r—th liftare Lawrence AW vezi [41]. Aceste matrici au fost folosite
pentru demonstrarea finitudinii bazei Graver a lui A si au o importantd aplicatie n studiul mo-
delelor ierarhice din Algebraic Statistics, vezi [41, 26]. Notdm coloanele lui A cu ay,...,a,, iar
coloanele lui B cu by,...,b,. Matricea (rm+ p) x rn A(A,B,r) are drept coloane vectorii

{a,-®e.,-€Bb,-: 1<i<n,1 §]§r},

unde ey,...,e, reprezinti baza canonicd a lui Z". Este important de observat ci .2 (A(A,B,r))
este o sublatice a lui Z™. Fie C € Z(A(A,B,r)). Putem asocia lui C o matrice r X n € astfel
incat ; j = C(;_)n ;- Fiecare linie a lui ¢’ corespunde unui element al lui £’(A), iar suma liniilor
lui € corespunde unui element din .Z’(B). Numarul de linii nenule al lui € se numeste zipul lui
C. Complexitatea unei submultimi a lui A(A,B,r) este cel mai mare tip al unui vector din acea
multime.

Complexitatea Graver a lui (A, B), notatd cu g(A, B) este supremumul complexitatilor elemen-
telor lui 4 (A(A, B, r)) atunci cand r variazd. Din [26, Theorem 3.5], g(A, B) este egald cu 1-norma
maximald a unui element din baza Graver a matricii B-%r(A), unde ¥r(A) reprezintd matricea
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ale cdrei coloane sunt vectorii bazei Graver a lui A si care este intotdeauna finitd. Mai mult, cand
B =1, sau A € Mpxn(N), m(A,B) < g(A,B), vezi [41] si [26]. In ambele cazuri, este usor de
viizut ci laticea .2 (A(A, B, r)) este pozitivd pentru r > 2. In general .2 (A(A,B,r)) este pozitivi
pentru un anumit r > 2 daci si numai dacd .Z(A(A, B, r)) este pozitiva pentru orice r > 2, si pentru
a decide acest lucru este suficient sd verificdm dacd laticea Kerz(A) NKerz(B) este pozitivd, vezi
[9, Lemma 3.2]. Principalul rezultat al Secttiunii 3 a lucrdrii este [9, Theorem 3.3] care afirmd
cd atunci cand .Z(A(A,B,r)) este pozitivd, toate bazele Markov minimale ale lui A(A,B,r) au
aceeagi complexitate. Acest fapt este din punct de vedere computational esential, de vreme ce
pentru calculul complexititii unei baze Markov minimale a lui A(A,B,r) se poate proceda ast-
fel: se calculeaza o baza Grobner redusd a lui A(A,B,r) in raport cu orice ordine monomiald pe
Klxi,...,x,], se extrage apoi un sistem minimal de generatori din ea si se citeste cel mai mare tip
al elementelor din sistem. Pe de altd parte, in cazul in care .2 (A(A, B, r)) este non pozitiva se aratd
in Exemplul 3.7 [9] cd orice este posibil atunci cand se considerd complexitdtile bazelor Markov
minimale. In final, in [9, Remark 3.8], sunt discutate implicatiile rezultatelor obtinute de autori
asupra complexitdtii Markov, si implicit impactul lor in algebra statistica.

2. DISEMINAREA REZULTATELOR

In scopul diseminarii rezultatelor s-au tinut noud prezentiri de ciitre echipa grantului in cadrul
seminarului de algebra al Institutului de Matematica ”Simion Stoilow”. De asemenea s-au tinut
sase prezentdri in cadrul Scolii Nationale de Algebra Algebraic Methods in Combinatorics”,
Bucuresti, 01-07 Septembrie 2013 de catre Marius Vlddoiu (3 prezentiri), Dumitru Stamate (2
prezentdri) si Mihai Epure (1 prezentare), cei trei fiind si printre organizatorii scolii.

Marius Vladdoiu a participat la 4 stagii de cercetare in strdindtate, unul in Germania si 3 in Gre-
cia, care s-au materializat cu scrierea a 2 articole in colaborare cu profesori de la universitatile
gazda (vezi [8, 9]), incid 2 fiind in curs de finalizare. In timpul acestor stagii de cercetare a tinut
o prezentare la Universitatea din loannina (Grecia) despre rezultatele obtinute in [24] si 3 pre-
zentdri la Universitatea Duisburg—Essen, Campus Essen, despre rezultatele obtinute 1n [8, 9]. De
asemenea, Marius Vlddoiu a participat la 3 conferinte internationale:

e conferinta ’Syzygies in Berlin”, Berlin, 27-31 mai 2013, Berlin, Germania;

e scoala de vard ”Algebraic Statistics” tinutd la Sophus Lie Conference Center, Nordfjor-
deid, Norvegia, in perioada 17-21 iunie 2013;

e conferinta "EACA’S Second International School On Computer Algebra and Applica-
tions”, Valladolid, 24-28 iunie 2013.

La ultima conferintd mai sus mentionatd Marius Vlddoiu a tinut o prezentare cu titlul "Behaviour
of the depth function for powers of monomial ideals”, in timpul cdreia a prezentat rezultatele
obtinute in articolele [23, 24], scrise in cadrul acestui grant.

Bogdan Ichim a participat la un stagiu de cercetare In Spania, in cadrul cdruia a tinut o pre-
zentare cu titlul "How to compute the multigraded Hilbert depth of a module” la Universitatea
Valladolid, bazat pe articolul [27], pe data de 22-02-2012 si o prezentare cu titlul “Introduc-
tion to Normaliz 2.9” in cadrul YMIS 2013 (Young Mathematicians in Segovia, Segovia, Spain,
25.02.2013-29.02.2013) pe data de 26-02-2013.

Mihai Epure a participat la 2 conferinte internationale, organizate in Romania:

e conferinta "Experimental and Theoretical Methods in Algebra, Geometry and Topology”,
Eforie-Nord, Romania, 21-24 junie 2013.

e conferinta comund “Joint International Meeting AMS-RMS”, la sectiunea ”Special Ses-
sion on Commutative Algebra”, Alba—Iulia, Roméania, 27-30 iunie 2013.
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Anul acesta d-1 Epure Mihai si-a scris teza de doctorat, pe care o va sustine la inceputul anului
2014.

Tot la capitolul realizdri dorim sd addugdm cd In luna iunie a anului 2013 a fost lansatd versiunea
2.9 a programului Normaliz Tmpreund cu interfata grafica jNormaliz 1.3. Aceastd versiune adaugd
calculul integralelor discrete la Normaliz. Pentru detalii §i un scurt istoric vezi [5].
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