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Rezultatele obtinute in vederea indeplinirii obiectivelor pentru anul 2011 se
gasesc in cele 6 articole elaborate in anul 2011 (la care se adauga articolul: G.
Bohm, D. Stefan, A categorical approach to cyclic duality, acceptat pentru publi-
care in Journal of Noncommutative Geometry, raportat in anul 2010). Dintre
acestea, doua sunt deja acceptate pentru publicare in reviste cotate ISI, trei sunt
trimise spre publicare, iar unul este in curs de redactare, dupa cum urmeaza:

A1l. Dragos Stefan, Anca Stanescu, Cleft comodule categories, va aparea in Co-
mmunications in Algebra.

A2. Aura Bardes, Dragos Stefan, Factorizable enriched categories and applica-
tions, va aparea in Journal of Algebra.

A3. Andrei Chiteg, Madalin Ciungu, Dragosg Stefan, On De Rham cohomo-
logy of linear categories, preprint.

A4. Gabriella Bohm, Dragos Stefan, Homologies with Hopf bimodule coefficients,
in curs de redactare.

A5. Florin Panaite, Mihai D. Staic, More examples of pseudosymmetric brai-
ded categories, preprint.

A6. Helena Albuquerque, Florin Panaite, Some (Hopf) algebraic properties of
circulant matrices, preprint.

Criteriul minim de performanta asteptat pentru anul 2011 era de doua articole
acceptate spre publicare in reviste cotate ISI. La articolele Al gi A2 de mai sus se
adauga inca trei articole, care au fost raportate in 2010 ca preprinturi sj care intre
timp au fost acceptate pentru publicare, anume:

B1. Florin Panaite, More examples of invariance under twisting, va aparea in
Czechoslovak Mathematical Journal.

B2. Florin Panaite, Invariance under twisting for crossed products, va aparea in
Proceedings of the American Mathematical Society.

B3. Madalin Ciungu, Florin Panaite, L-R-smash products and L-R-twisted
tensor products of algebras, va aparea in Algebra Colloquium.

Asadar, consideram ca toate obiectivele au fost indeplinite integral din
punct de vedere stiintific.



Mentionam ca, pe durata celor trei ani ai proiectului, au fost elaborate 20 de
articole stiintifice, dintre care pana in prezent au fost publicate sau acceptate pentru
publicare 13 articole (in urmatoarele reviste ISI: Journal of Noncommutative Ge-
ometry, Proceedings of the American Mathematical Society, Algebra Colloquium,
Journal of Algebra, Communications in Algebra (2), Czechoslovak Mathematical Jo-
urnal, Algebraic and Geometric Topology, Pacific Journal of Mathematics, Journal
of Pure and Applied Algebra, Archiv der Mathematik, Algebras and Representation
Theory, Central European Journal of Mathematics), 6 sunt trimise spre publicare
i unul este in stadiu final de redactare (lista completa a acestor articole poate fi
gasita in Raportul in extenso).

Prezentam acum cele mai importante rezultate stiintifice obtinute in 2011:

Articolul A1l

Categoriile liniare au fost introduse de Barry Mitchell sub numele de algebre
cu mai multe obiecte, Intr-un articol de referintd, publicat In 1972 in Advances
in Mathematics. Definitia categoriilor liniare este foarte asemanatoare cu aceea
a categoriilor obignuite numai ca pentru primele multimea morfismelor dintre doua
obiecte arbitrare are o structura de modul peste un inel comutativ dat, iar aplicatiile
de compunere sunt biliniare. Proprietatile lor de baza au fost studiate tot de Barry
Mitchell in articolul mai sus mentionat, unde printre altele se definesc modulele
stangi (sau drepte) peste categorii liniare si se aratd ca acestea pastreaza toate
caracteristicile modulelor unei algebre asociative.

Categoriile liniare s-au dovedit foarte utile in studiul reprezentarilor unor struc-
turi algebrice, cum ar fi grafurile orientate cu un numar infinit de varfuri. Pentru
un astfel de graf categoria reprezentarilor sale se identifica cu o categorie de module
peste o anumita categorie liniara, gi nu cu o categorie de module peste o algebra aso-
ciativa si unitara. Alte exemple remarcabile de categorii liniare provin din topologia
algebrica si din fizica.

In anii ’80 Pierre Gabriel, pornind de la studiul reprezentarilor algebrelor aso-
ciative, a definit acoperirea Galois a unei categorii liniare. Prin definitie aceasta
este tot o categorie liniara pe care un anumit grup, numit Galois, actioneaza liber.
Rezultatele obtinute de Gabriel au atras atentia asupra actiunilor grupurilor pe ca-
tegorii liniare. Claude Cibils i Andrea Solotar in 2005 au introdus produsul smash
dintre o categorie liniara si un grup finit. Ei au aratat de asemenea ca o acoperire
Galois coincide pana la o echivalentd Morita cu un astfel de produs smash. Proble-
matica de mai sus a condus de asemenea la aparitia categoriilor liniare G-graduate.
Legatura acestora cu acoperirile Galois este data de o generalizare a bine-cunoscutei
teoreme de dualitate demonstrata de Cohen si Montgomery.

Mai general, actiunile si coactiunile unei algebre Hopf pe o categorie liniara au
fost considerate de E. Herscovich gi A. Solotar pentru a asocia un sir spectral de tip
Lyndon-Hochschild-Serre in coomologia Hochschild-Mitchell a unei categorii liniare.
Ingredientul principal folosit in constructia girului spectral este notiunea de extindere



Hopf-Galois de categorii liniare.

Rezultatele si aplicatiile prezentate justifica pe deplin interesul crescand pentru
studiul actiunilor si coactiunilor algebrelor Hopf pe categorii liniare, gi In mod special
al extinderilor Hopf-Galois de categorii liniare. Scopul articolului pe care 1l discutam
este de a construi noi exemple de extinderi H-Galois de categorii liniare (si de a
analiza proprietatile lor) folosind tehnici provenind din teoria extinderilor cleft de
algebre. Este binegtiut ca acestea sunt deformari cu ajutorul unui 2-cociclu ale unui
produs smash, deci pot fi privite ca generalizari ale unei clase importante de produse
twistate, si anume cele smash.

Fiind datd o categorie liniarda D si o algebra Hopf H se defineste o noua ca-
tegorie liniara cu ajutorul a doua familii de aplicatii liniare care joaca rolul de 2-
cociclu gi respectiv de actiune slaba a lui H pe D. Aceasta se numeste categoria
produs incrucisat D#,H. Prin constructie orice categorie produs Incrucisat este
o H-comodul categorie. In Teorema 3.1.9 se aratii cii o H-comodul categorie este
izomorfa cu o categorie produs incrucisat cu 2-cociclu inversabil in convolutie, daca
si numai daca este cleft, adica admite o integrala totald inversabila in convolutie.
Ca o consecinta a acestei caracterizari se deduce ca o H-comodul categorie este un
produs smash daca si numai daca exista o integrala totala ale carei componente sunt
morfisme de algebra.

Cu ajutorul H-comodul categoriilor cleft, se demonstreaza ca o categorie produs
incrucisat cu cociclu inversabil este o extindere Hopf-Galois care are o baza normala,
si reciproc. Ca si In cazul clasic, modulele Hopf peste o H-comodul categorie C
sunt C-module drepte pe care H coactioneaza Intr-un mod compatibil. Structura
modulelor Hopf, in cazul in care C este o H-comodul categorie cleft, este descrisa in
Teorema 3.2.5. Categoria modulelor Hopf este izomorfa cu categoria D-modulelor
drepte, unde D este subcategoria morfismelor H-coinvariante.

In ultima parte a acestui articol sunt prezentate o serie de exemple, incluzand
constructia unei H-comodul categorii cleft universale, pentru orice algebra Hopf
cocomutativa H gi orice multime S.

Articolul A2

Punctul de plecare al acestui articol a fost observatia simpla ca pentru nume-
roase structuri algebrice, degi diferite prin natura lor, problema de factorizare cores-
punzitoare conduce la constructii de produse twistate foarte aseméanétoare. Aceasta
observatie sugereaza posibilitatea unei abordari unificatoare, cu ajutorul careia sa
se obtina un “produs tensorial twistat generalizat”, si care inglobeaza “produsele”
deja cunoscute. In acest fel s-a ajuns la studiul categoriilor imbogatite care factori-
zeaza prin doua subcategorii ale sale. Pentru indeplinirea obiectivului propus ne-am
ales ca instrument de lucru categoriile Imbogatite intr-o categorie monoidala data,
si ne-am propus abordarea problemei factorizarii unei astfel de categorii.

Categoriile imbogatite intr-o categorie monoidala M, sau M-categoriile pe scurt,
sunt generalizari ale categoriilor obignuite in care multimea morfismelor dintre doua



obiecte date este inlocuitd cu un obiect din M. Pentru a putea formula problema
factorizarii unei M-categorii C prin doua M-subategorii ale sale A si B sunt necesare
cateva ipoteze suplimentare pe care fie M fie C trebuie sa le indeplineasca. Fara a
intra in detalii tehnice, daca in M exista suficiente sume directe si acestea comuta
cu produsul tensorial, iar C este mica, atunci M-subcategoriilor A gi B li se asociaza
in mod canonic o familie de morfisme in M. In cazul in care aceste morfisme sunt
toate inversabile se spune ca M-categoria C factorizeaza prin A si B.

Rezultatele obtinute in aceasta directie sunt urmatoarele. Prin analogie cu ca-
zul algebrelor asociative factorizabile se arata ca orice M-categorie factorizabila C
induce un sistem de twistare. In continuare este investigata problema reciproca: se
poate asocia unui sistem de twistare dintre doua M-categorii A si B o categorie care
sa le contina ca subcategorii gi sa factorizeze prin acestea? In general, raspunsul
este probabil negativ. Totusi pentru o clasa speciala de sisteme de twistare, numite
sisteme simple, aceasta constructie este posibila, iar M-categoria care se obtine ge-
neralizeaza produsul tensorial twistat a doua algebre. Ca o prima aplicatie, sunt
caracterizate sistemele twistate simple, precum si categoriile imbogatite care le co-
respund, in cazul in care categoria monoidald M coincide cu categoria de coalgebre
intr-o categorie braided data. In aceastd situatie sistemele de twistare simple sunt in
corespondenta bijectiva cu perechile potrivite de M-categorii. Categoria imbogatita
care corespunde unei perechi potrivite se numeste produsul dublu incrucisat. Daca
spre exemplu se lucreaza cu M-categorii cu un singur obiect atunci acestea sunt de
fapt bialgebre, iar cu ajutorul rezultatului de mai sus regasim perechile potrivite de
bialgebre si produsul dublu incrucigat al acestora, studiate de S. Majid si de altji.

Particularizand categoria monoidala M sunt deduse noi aplicatii ale constructii-
lor precedente. Spre exemplu, daca se lucreaza cu categorii cu un singur obiect, adica
cu monoizi Intr-o categorie monoidala M, se regasesc constructii bine-cunoscute,
incluzand aplicatiile de twistare intre doua algebre, legile de distributivitate intre
doua monade, sau legile de distributivitate opmonoidale. S& remarcam ca acestea
din urma conduc la construirea produsului twistat de bimonade.

In sfarsit, daca M este categoria multimilor, atunci M-categoriile coincid cu
categoriile obignuite. In acest caz un sistem de twistare simplu se identifica cu o
pereche potrivita, deci se poate considera produsul sau dublu incrucigat. Acesta este
un grupoid atunci cand cele doua categorii au aceasta proprietate. Pentru anumite
tipuri speciale de categorii, cum ar fi cele asociate multimilor partial ordonate, sunt
determinate toate sistemele de twistare in functie de anumite date combinatoriale.

Articolul A3

Trecerea de la geometria comutativa la aceea necomutativa a fost realizata de
Alain Connes aratand ca numeroase proprietati geometrice ale unei varietati pot fi
rescrise ca proprietati algebrice ale inelului de functii definite pe acea varietate. Unul
dintre exemplele cele mai concludente in acest sens il reprezinta constructia claselor
Chern in context necomutativ. Acestea reprezinta importanti invarianti omologici



ce fac legatura intre Ky(A), grupul de K-teorie al unei algebre (peste un corp de
caracteristica zero k), si coomologia De Rham H7,,(A) a acelei algebre.

In acest articol se arati ¢ o constructie asemanatoare poate fi realizata si pentru
categorii liniare, care dupa cum am remarcat deja reprezinta generalizari naturale
ale algebrelor. Ca motivatie principald se are in vedere faptul ca definitia claselor
Chern se obtine automat pentru toate algebrele neunitare cu suficient de multe
elemente idempotente, cum ar fi spre exemplu algebra asociatd unui graf orientat cu
un numar infinit de varfuri.

In prima parte a articolului sunt explicate pe scurt rezultatele preliminare nece-
sare privind proprietatile modulelor peste o categorie k-liniara C, i in mod special
ale celor proiective si finit generate, subliniind importanta bazelor duale in studiul
celor din urma. In partea centrala a articolului se arata mai intai ca, pentru o cate-
gorie k-liniara C se poate defini o DG-categorie universala Q*C, ale carei morfisme de
grad n pot fi privite ca forme diferentiale de grad n pe C. Fiind data o DG -categorie
arbitrara Q* asfel incat Q0 = C se defineste Q7 ca fiind spatiul cat al sumei directe
@, Q2 modulo subspatiul generat de comutatorii graduati wi ows — (—1)Plwy o wy,
unde ,{2y reprezinta spatiul formelor de grad n de la y la z, iar w; € 2 siwy €, Q0
cu p + ¢ = n. Diferentiala categoriei 2* induce morfisme d), : Q) — QZ; L astfel
incat (€2%,, d%,) este un complex, a carui coomologie se numeste coomologia De Rham
a lui C, si se noteaza cu Hj,p(2%).

Fiind dat un C-modul proiectiv M si o DG-categorie {2* ca mai sus, se defineste
notiunea de conexiune pe M cu ajutorul unei familii de aplicatii k-liniare V, : M, —
(M ®c %), care satisfac regula lui Leibniz. In cazul in care M este proiectiv si finit
generat se arata folosind existenta bazelor duale ca pe M exista totdeauna cel putin
o conexiune, purtand numele de conexiunea Levi-Civita. De asemenea, sunt descrise
toate conexiunile care pot fi definite pe un modul liber finit generat @©-_,;,Co. Orice
conexiune poate fi extinsa In mod unic la un endomorfism v omogen de grad 2 al
Q*-modulului M ®¢ 2*. Se poate acum defini clasa Chern Chy(M, V) ca fiind clasa
de coomologie De Rham a urmei endomorfismului obtinut compunéand pe V cu el
insusi de g-ori. Prin constructie, Chy(M, V) € H b (Q¥).

In cazul conexiunii Levi-Civita, sau al unei conexiuni pe un modul liber, cla-
sele Chern pot fi calculate cu ajutorul bazelor duale pe M. Pentru a arata ca
definitia claselor Chern nu depinde de algerea unei conexiuni pe M, se foloseste cal-
culul mentionat mai sus, impreuna cu o lema care, intr-un anumit sens, ne arata ca
diferenta dintre doua elemente ale unei “familii algebrice depinzand de un parame-
tru” de cocicli De Rham este un cobord.

Articolul A4.

In acest articol se continui studiul omologiei Hopf-ciclice (duale) utilizand ca
principal instrument de lucru teoria complexelor mixte. Se stie ca oricarui obiect
ciclic Z := (C\, dx, s«, t) Intr-o categorie abeliana ii corespunde un anumit complex



mixt X := (C., by, By). Prin definitie, (Cy, b,) este un complex de lanturi si (Cy, By)
este un complex de colanturi, astfel incat operatorii b, si B, comutd. Atat omologia
Hochschild céat si cea ciclicd a obiectului Z pot fi recuperate din omologia complexului
(C4, by) si, respectiv, cea a complexului total asociat lui X.

Unul dintre obiectivele principale ale acestui articol este de a descrie complexul
mixt care corespunde obiectului ciclic Ci(H, M) construit de Jara si Stefan pentru
orice algebra Hopf H si orice SAYD-modul M. Cu alte cuvinte, in acest caz particu-
lar, se urmareste mai intai calculul operatorilor b, si B. In general, pentru un obiect
ciclic arbitrar Z = (Cj, dx, S, t«), determinarea lui b, este mai simpla. In schimb,
pentru a simplifica formula operatorului By, se trece la complexul mixt normalizat
X, care se obtine din X factorizand C, prin suma imaginilor operatorilor de fata s..
S# observam ci X are aceeasi omologie Hochschild si aceeasi omolgie ciclica ca si
X, deci implicit ca si Z. In particular, dacd se ia Z = C, (H, M), atunci descrierea
explicita a complexului mixt normalizat corespunzitor X poate fi utilizati pentru
calculul omologiei Hopf-ciclice duale HC,(H, M).

Factorizand mai departe complexul normalizat prin ultima aplicatie de fata se
obtine un nou obiect ciclic, care se numeste obiectul ciclic redus. Are deci sens sa
vorbim de omologia ciclica a acestuia, care poarta numele de omologia ciclica redusa.
In particular putem deci considera omologia ciclica redusa a lui Cy(H, M), notata in
continuare prin HCT®(H, M). In cea de a doua parte a articolului sunt investigate
proprietatile acestei omologii in urmatoarea situatie particulara. Se fixeaza o extin-
dere H-Galois R C A si un modul Hopf N. Este usor de vazut ca M := N/[R, N],
spatiul factor al lui N prin comutatorii [R, N] este un AYD-modul. Presupunem
ca N este astfel ales incat M este gi stabil, adica el este chiar un SAYD-modul. In
aceste ipoteze se construigte un anumit bimodul diferential peste o anumitda DG-
algebra. Cu ajutorul acestora se defineste H},p(H, M), omologia De Rham a lui H
cu coeficienti in M. Se arata apoi ca operatorul B, calculat in prima parte a arti-
colului, induce o aplicatie B, : HCT*(H, M) — HH,(H, M). In rezultatul central
al lucrarii se demonstreaza ca urmatorul sir este exact

0 — Hipyp(H, M) — HCL(H, M) = HH,(H, M),

sau altfel spus, nucleul lui B, este HP®(H, M). Un exemplu de bimodul Hopf N
care satisface toate proprietatile necesare este A. In acest caz operatorul B, este
definit pe HCT°¥(A), omologia ciclici reduss a algebrei A si ia valori in omologia
Hochschild a acestei algebre. Deci, ca un corolar, se obtine o identificare Intre
omologia De Rham relativa a lui A si Hj),(H, AR).

Articolul A5.

Conceptul de braiding pseudosimetric a fost introdus ca o generalizare a brai-
dingurilor simetrice. Un braiding ¢ intr-o categorie monoidala este pseudosimetric
daca satisface un fel de relatie braid modificatd. Existd de asemenea un analog



Hopf al acestui concept: o structura quasitriangulara pe o algebra Hopf se numegte
pseudotriangulara daca satisface un fel de ecuatie Yang-Baxter modificata. In acest
articol sunt analizate cateva clase de categorii braided si structuri quasitriangulare
cu scopul de a le identifica pe cele care sunt pseudosimetrice (respectiv pseudotri-
angulare):

(i) Fie H o algebra Hopf cu antipod bijectiv. Un bimodul Yetter-Drinfeld-Long peste
H este un spatiu vectorial M inzestrat cu structuri de H-bimodul si H-bicomodul
astfel incat M devine un modul Yetter-Drinfeld stdnga-stanga si dreapta-dreapta si
un modul Long stanga-dreapta si dreapta-stanga. Aceste obiecte formeazi o cate-
gorie, care devine in plus categorie monoidala gi care are un braiding canonic. Se
demonstreaza ca acest braiding este pseudosimetric daca si numai daca H este co-
mutativa si cocomutativa.

(ii) Fie v un numar natural impar §i presupunem ca in corpul de baza k exista
o radacina primitiva de ordin 2v a unitatii . Notam cu H, algebra Hopf peste k
generatd de doud elemente ¢ si z cu relatiile ¢? = 1, gz + 29 = 0 i 22 = 0, si
comultiplicarea A(g) = g®g¢ si A(x) = x®¢”+1®z. Aceasta clasa de algebre Hopf
a fost introdusa de catre Radford. Noi demonstram in articol ca toate structurile
quasitriangulare pe H, sunt pseudotriangulare.

(iii) O algebra Hopf H peste corpul C are o baza pozitiva daca existd o baza in
H astfel incat toate constantele de structura ale lui H in baza respectiva sunt nu-
mere reale nenegative, iar o structura quasitriangulara pe o astfel de algebra Hopf se
numeste pozitiva daca toti coeficientii ei in baza B® B (unde B este o baza pozitiva)
sunt numere reale nenegative. Algebrele Hopf finit dimensionale cu baze pozitive
si structurile quasitriangulare pozitive pe ele au fost clasificate de catre Lu, Yan si
Zhu. O astfel de algebra Hopf (notata H(G;G4,G_)) este construitd pornind cu
un grup finit G si o factorizare a acestuia G = G4 G_, unde G4 si G_ sunt sub-
grupuri ale lui G. O structura quasitriangulara pozitiva pe H(G; G4+, G_) este data
de doua morfisme de grupuri &, : G4+ — G_ satisficand anumite conditii (notam
R(&,n) structura quasitriangulara corespunzatoare). Lu, Yan si Zhu au demonstrat
ca R(&,n) este triangulara daca gi numai daca & = . In articol am prezentat o
lista de conditii necesare si suficiente pentru ca R(,7n) sa fie pseudotriangulara.
Aceste conditii arata destul de complicat in general, dar se simplificd mult Intr-un
caz particular, anume cand morfismul £ este trivial (in aceste conditii structura qu-
asitriangulard R({,n) se numeste normald). Anume, am demonstrat ca o structura
quasitriangulara pozitiva normala R(£,n) este pseudotriangulara daca si numai daca
n(uv) = n(vu), pentru orice u,v € G4.

Articolul A6.

In acest articol sunt analizate anumite proprietati algebrice si Hopf-algebrice ale
matricelor circulante, inspirate de faptul ca algebra matricelor circulante de ordin n
este izomorfa cu algebra grupala a grupului ciclic cu n elemente.

Fie H o algebra Hopf finit dimensionala. Se gtie ca H* devine o H-modul algebra,



deci putem considera produsul smash H*# H, despre care se stie ca este izomorf ca
algebra cu End(H™), un izomorfism explicit fiind definit prin A : H*#H ~ End(H"),
Me#h) (W) = ¢ x (b — 7). In particular, restrictiile lui A la H* si H definesc
scufundari ale lui H* i H in End(H*) (ca algebre). Daca identificam End(H™*)
cu M, (K), unde n = dim(H) iar K este corpul de baza, obtinem scufundari de
algebre ale lui H si H* in M, (K). In cazul in care H = KZ,, algebra grupald a
grupului ciclic cu n elemente, atunci imaginea lui (KZ,)* in M, (K) via scufundarea
de mai sus este algebra D a matricelor diagonale de ordin n, iar imaginea lui KZ,
in M, (K) este algebra C¢ a matricelor circulante de ordin n. In particular, ca o
consecinta a faptului ca produsul smash este un exemplu de produs tensorial twistat,
se obtine ca algebra matricelor de ordin n factorizeaza drept M, (K) = DgCg.

Intrucat algebra grupald KZ,, este o algebra Hopf, algebra Cg a matricelor cir-
culante de ordin n devine si ea o algebra Hopf via izomorfismul de mai sus. Se anali-
zeaza, structura Hopf indusa, de exemplu antipodul aplicat unei matrice coincide cu
transpusa matricei. Comultiplicarea A aratd mai complicat, totusi se demonstreaza
ca daca C' este o matrice circulanta de ordin n atunci A(C'), privita ca o matrice de
ordin n?, este ceea ce se numeste ”block circulant with circulant blocks”.

In ultima sectiune a articolului se introduce o clasi de matrice circulante gene-
ralizate, astfel. Notam elementele lui Z,, cu e; = 1, eo, ..., e,; pentru o aplicatie data
W Zy — C* cu ple;) = 1, notam p(e;) = p,; pentru orice i € {2,...,n}. Pentru
€1y ..y Cn € C, notam circ(cy, ..., Cp; fig, ...y fty,) matricea de ordin n cu ¢y, ca, ..., ¢, In
prima linie, ¢; pe diagonala principala si intrare Cj—i+1% in orice alta pozitie
(7,7). Aceste matrice generalizeaza atat matricele circulanté obisnuite cat si pe cele
stramb circulante: intr-adevar, o matrice stramb circulanta scirc(cy, ..., c,) se do-
vedeste a fi circ(cy,...,cn;0,02,...,0" 1), unde 0 = cos(T) + isin(ZT). Mai mult,
pentru circ(cy, ..., Cn; fho, ..y fiy,) se pot determina formule explicite pentru valorile si
vectorii lor proprii, ce pot fi citite direct din intrarile matricei.
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